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一、求导后，一次函数含参（参数为一次项
系数）。

例1：已知函数 f (x) = ln x - ax + 1，求函数 f (x)
的单调区间。

分析：此题是求导后一次项系数为参数，一
般先讨论 a 的取值，根与定义域之间的关系，由
导函数的取值符号判断原函数的单调性。

解析：f′(x) = 1
x
- a = 1 - ax

x
(x＞0)

当 a≤0 时，f′(x)＞0 ，函数 f (x) = ln x - ax + 1
在 (0,+∞) 单调递增

当 a＞0 时 ， x ∈ æ
è

ö
ø

0, 1
a

时 f′(x)＞0 ，

x ∈ æ
è

ö
ø

1
a
, +∞ 时 f′(x)＜0 ，

f (x) = ln x - ax + 1 在 æ
è

ö
ø

0, 1
a

单 调 递 增 ，在

æ
è

ö
ø

1
a
, +∞ 单调递减。

综上所述，当 a≤0 时，f (x) 只有增区间为

(0,+∞) ，
当 a＞0 时，f (x) 的增区间为 æ

è
ö
ø

0,+ 1
a

，减区

间为 æ
è

ö
ø

1
a
, +∞ 。

二、求导后，二次函数含参（一项含参数）。
例 2：设函数 f (x) = ax2 - a - ln x ，其中 x ∈R ，

讨论 f (x) 的单调性。

分析：此题求导后参数为二次函数的二项系
数，讨论 a 的取值，观察二次函数开口方向，判断
两根大小确定 f (x) 在各区间内的符号，根据符号

判断函数在每个相应区间内的单调性。

解析：f′(x) = 2ax - 1
x
= 2ax2 - 1

x
(x＞0) 。

当 a≤0 时，f′(x)＜0 ，f (x) 在 (0,+∞) 内单调

递减。

当 a＞0 时，由 f′(x) = 0 ，有 x = 1
2a 。

此时，当 x ∈ æ
è
çç

ö

ø
÷÷0, 1

2a 时，f′(x)＜0 ，f (x) 单调

递减，

当 x ∈ æ
è
çç

ö

ø
÷÷

1
2a , +∞ 时，f′(x)＞0，f (x)单调递增。

例 3：设 函 数 f (x) = x3 - ax - b,x ∈R ，其 中

a,b ∈R ，求 f (x) 的单调区间。

分析：此题求导后参数不是二次项系数，讨
论△= b2 - 4ac ，判断两根的大小，确定 f (x) 在各

区间内的符号，根据符号判断函数在每个相应区
间内的单调性。

解析：由 f (x) = x3 - ax - b，可得 f′(x) = 3x2 - a 。

当 a≤0 时，有 f′(x) = 3x2 - a≥0 恒成立，所以

f (x) 的单调递增区间为 (-∞,+∞) 。
当 a＞0 时 ，令 f′(x)＞0 ，得 x＞ 3a

3 或

x＜ - 3a
3 ，

令 f′(x)＜0 ，得 - 3a
3 ＜x＜ 3a

3 。

所以 f (x) 的单调递减区间为
æ
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ø
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3 , 3a
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例4：已知函数 f (x) = 2a2 ln x - x2(a＞0) 。
（1）求函数 f (x) 的单调区间；

（2）讨论函数 f (x) 在区间 (1，e2) 上零点的个

数（e 为自然对数的底数）。
解析：（1）∵ f (x) = 2a2 ln x - x2 ，

∴ f′(x) = 2a2

x
- 2x = 2a2 - 2x2

x

= -2(x - a)(x + a)
x

，

∵ x＞0，a＞0 ，当 0＜x＜a 时，f′(x)＞0 ，

当 x＞a 时，f′(x)＜0 。

∴ f (x) 的单调递增区间是 (0，a) ，单调递减

区间是 (a，＋∞) 。
（2）由（1）得 f (x)max = f (a)
= a2(2 ln a - 1) 。
讨论函数 f (x) 的零点情况如下：

①当 a2(2 ln a - 1)＜0 ，即 0＜a＜ e 时，函数

f (x) 无零点，在 (1，e2) 上无零点；

②当 a2(2 ln a - 1)＝0 ，即 a = e 时，函数 f (x)
在 (0，＋∞) 内有唯一零点 a ，而 1＜a = e＜e2 ，

∴ f (x) 在 (1，e2) 内有一个零点；

③ 当 a2(2 ln a - 1)＞0 ，即 a＞ e 时 ，由 于

f (1)= -1＜0，f (a)＝a2(2 ln a - 1)＞0 ，

f (e2) = 2a2 ln(e2) - e4 = 4a2 - e4
= (2a - e2)(2a + e2) ，

当 2a－e2＜0 ， 即 e＜a＜e22 时 ，

1＜ e＜a＜e22＜e2，f (e2)＜0 ，

由函数 f (x)的单调性可知，函数 f (x)在 (1，a)
内有唯一零点 x1 ，在 (a，e2)内有唯一零点 x2 ，

∴ f (x) 在 (1，e2) 内有两个零点。

当 2a－e2 ≥ 0 ，即 a≥ e22＞ e 时，f (e2)≥ 0 ，

而 且 f ( e )＝2a2·12 - e = a2 - e＞0，f (1)＝ - 1＜0 ，

由函数的单调性可知，无论 a≥ e2 ，还是 a＜e2 ，

f (x) 在 (1，e ) 内有唯一的零点，在 ( e，e2) 内没有

零点，从而 f (x) 在 (1，e2) 内只有一个零点。

综上所述，当 0＜a＜ e 时，函数 f (x) 在区间

(1，e2) 上无零点；当 a = e 或 a≥ e22 时，函数 f (x)
在区间 (1，e2) 上有一个零点；当 e＜a＜e22 时，函

数 f (x) 在区间 (1，e2) 上有两个零点。

[方法总结] 利用导数研究方程根（函数零
点）的技巧

（1）研究方程根的情况，可以通过导数研究
函数的单调性、最大值、最小值、变化趋势等。

（2）根据题目要求，画出函数图像的走势规
律，标明函数极（最）值的位置。

（3）利用数形结合的思想去分析问题，可以

使问题的求解有一个清晰、直观的整体展现。
三、求导后，二次函数含参数（两项含有参数）。
例5：已知函数 f (x) =(a + 1)ln x + ax2 + 1，试讨

论函数 f (x) 的单调性。

解析：由题意知 f (x) 的定义域为 (0，＋∞) ，
f′(x) = a + 1

x
+ 2ax = 2ax2 + a + 1

x
。

当 a≥0 时，f′(x)＞0 ，故 f (x) 在 (0，＋∞) 上

单调递增。
当 a≤-1时，f′(x)＜0 ，故 f (x) 在 (0，＋∞) 上

单调递减。

当 -1＜a＜0 时，f′(x) = 0 ，解得 x = - a + 12a ，

则 当 x ∈ æ
è
ç

ö
ø
÷0, - a + 12a 时 ， f′(x)＞0 。

x ∈ æ
è
ç

ö
ø
÷- a + 12a , +∞ 时，f′(x)＜0 。

故 f (x) 在 x ∈ æ
è
ç

ö
ø
÷0, - a + 12a 上单调递增，在

x ∈ æ
è
ç

ö
ø
÷- a + 12a , +∞ 单调递减。

综上所述，当 a≥0 时，f (x) 在 (0，＋∞) 上单

调递增。
当 a≤-1时，故 f (x)在 (0，＋∞)上单调递减。

当 -1＜a＜0 时，f (x) 在 x ∈ æ
è
ç

ö
ø
÷0, - a + 12a 上

单调递增，在 x ∈ æ
è
ç

ö
ø
÷- a + 12a , +∞ 单调递减。

总之用导数解决含参的函数的单调性问题
的方法是一种重要的数学方法，掌握这种方法的
思想，可以很好解决此类题目。

利用导数解决含参函数的单调区间问题的应用
○岑巩县第一中学 贺廷军


